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オームの法則 電気回路の 2点間の電圧（電位差）は,その 2点間に流れる電流に比例する.
オームの法則を数式で表すと,電気回路の 2点間の電圧を V ,その 2点間を流れる電流を I
とすると,比例定数 Rを用いて V = RIとなる. この比例定数 Rは抵抗値とよばれる. なお単
位は 1V（ボルト）の電圧で 1A（アンペア）の電流が流れるときの抵抗値が 1Ω（オーム）である.
電気回路はしばしば回路記号を用いて表される. 図 1は電池の回路記号で点 Pの電位から









図 3は最も簡単な電気回路で,電池の起電力をV とすると点 Pの電位から点Qの電位を引








































問題 次のページの図 6のような電気回路を考える. ここで V1 = 6V,V2 = 2V,R1 = 4Ω,R2 =
2Ω,R3 = 2Ω,R4 = 1Ωとする. このとき分岐点を結ぶ各導線に流れる電流 I1, I2, I3, I4, I5の値
を求めよ.
解答 図 6のように各分岐点を v1,v2,v3とし,また閉路に囲まれた領域を f1, f2, f3,さらに電
気回路の外の領域を f4とする.
まずキルヒホッフの第 1法則より各分岐点 v1,v2,v3に対して以下の方程式が成り立つ.
−I1 − I2 − I3 = 0 (1)
I1 + I2 − I4 − I5 = 0 (2)
I3 + I4 + I5 = 0 (3)

























次にキルヒホッフの第 2法則より各領域 f1, f2, f3, f4に対して以下の方程式が成り立つ.
V1 = R1I1 − R2I2 (4)
−V2 = R2I2 − R3I3 (5)
V2 = +R4I4 (6)
−V1 = −R1I1 + R3I3 − R4I4 (7)
ここで (7)は領域 f4の境界の閉路に対する方程式であるが, (4)～(7)の左辺にはViと −Vi (i =
1,2)が対で現れ,また右辺には Ri Ii と −Ri Ii (1 ≤ i ≤ 5)が対で現れるので (4)～(6)の辺々を
足した式の −1倍は (7)となる.
したがって電流 Ii (1 ≤ i ≤ 5)を求めるには連立一次方程式 (1)(2)(4)(5)(6)を解けばよく,























面という. Gの頂点の個数を v(G),辺の本数を e(G),面の枚数を f (G)で表す. 例えば図 8の
グラフ Gでは











最後に各辺に向きを付けたグラフを有向グラフという. また頂点 v1と頂点 v2をつなぐ辺





グラフ Gの頂点全体の集合を V, 頂点の個数を |V|, 辺全体の集合を E, 辺の本数を |E|と
する. さらにGが球面上に描かれた平面グラフの場合には面全体の集合を F,面の枚数を |F|
とする.
次に Gを有向グラフとする. 各辺 eに対して実数 Ve を対応させ, これらの全体の集合を
V := {Ve }e∈Eと書くことにする. このときVeは負の値をとることもあり得ることに注意する.
また各辺 eに対して 0以上の実数 Re を対応させ,これらの全体の集合を R := {Re }e∈Eと書
くことにする. この V と Rはそれぞれ電圧と抵抗値を想定したものであり,組 (G,V,R)はま
さに電気回路を数学的に定式化したものとなっている. ではこのとき ‘電気回路 (G,V,R)に
流れる電流’を数学的にどのように定式化すればよいだろうか.
組 (G,V,R)の各辺 eに対応させた実数 Ie に対して次の二つの条件を考える.
条件 1 頂点 v を終点とする辺を ei1 , . . . ,eiM , 頂点 v を始点とする辺を e j1 , . . . ,e jN とする
とき
Iei1 + · · · + IeiM = Ie j1 + · · · + Ie jN
条件 2 頂点 vから出発して辺 e1, . . . ,eL をたどって再び頂点 vに戻って来る閉路を考える.
閉路の各辺 ei に対して,閉路を進む向きと辺 ei の向きが同じ場合は εi := 1,閉路を進む向き
と辺 ei の向きが逆の場合は εi := −1とするとき
ε1Ve1 + · · · + εLVeL = ε1Re1 Ie1 + · · · + εLReL IeL
この二つの条件はもちろんキルヒホッフの法則そのものであるが,ここではそれを逆手に








• 各辺 eに対して Re = 1.
このとき次の (i)(ii)は同値である.
(i) |V| − |E| + |F| = 2.
(ii) 条件 1と条件 2を満たす I がただ一つ存在する.
(i)はオイラーの公式そのものである. したがって定理の仮定を満たす組 (G,V,R)は自動的
に (ii)を満たすことになる. しかしこの定理の真に驚くべきところは (ii)の ‘電気回路にはた
だ一通りに電流が流れる’という現実の世界の物理現象が (i)すなわちオイラーの公式という
数学の定理を導くという点にある（文献 [3][4]）.




グラフ G は球面上に描かれた平面グラフとし, 組 (G,V,R) に対してグラフ G の頂点を
v1, . . . ,v|V | ,辺を e1, . . . ,e |E | ,面を f1, . . . , f |F| とする. また各面を囲む閉路の進む向きは時計
の針の回り方と逆の向きとする.
次に |E|次元ベクトル ui = (ui1, . . . ,ui |E | ), 1 ≤ i ≤ |V|,を
ui j :=

1 辺 e j の終点が vi の場合
−1 辺 e j の始点が vi の場合
0 その他の場合
と定める. また |E|次元ベクトル vi = (vi1, . . . ,vi |E| ), 1 ≤ i ≤ |F|,を
vi j :=

ε j 辺 e j が面 f i を囲む閉路に含まれる場合
0 その他の場合
と定める. このとき次の命題が成り立つ.
命題 組 (G,V,R)は定理の仮定を満たすとする. このとき
a1u1 + · · · + a |V |u |V | + b1v1 + · · · + b|F|v |F| = (0, . . . ,0)
ならば
a1 = · · · = a |V | , b1 = · · · = b|F|
である.
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証明 まずベクトル ui ,vi の定義より a1u1 + · · · + a |V|u |V | + b1v1 + · · · + b|F|v |F| = (0, . . . ,0)
の第 j 成分は
as j − at j + bp j − bq j = 0, (8)
ただし添字 s j , t j ,pj ,qj は
• 辺 e j の終点が頂点 vs j ,始点が頂点 vt j ,
• 辺 e j は面 f p j を囲む閉路と面 fq j を囲む閉路に含まれ,面 f p j を囲む閉路の進む向き
と辺 e j の向きは同じで,面 fq j を囲む閉路の進む向きと辺 e j の向きは逆,
となる.
次に a1, . . . ,a |V | のうち最大のものを aとする. ここで添字を適当に入れかえて a1 = aと
してよい. さらに辺の添字を適当に入れかえて頂点 v1を終点として持つ辺を e1, . . . ,eN ,頂点
v1を始点として持つ辺を eN+1, . . . ,eM とすると
s1 = · · · = sN = tN+1 = · · · = tM = 1
より
as1 = · · · = asN = atN+1 = · · · = atM = a (9)
となる. さらに辺 ei と辺 e j が頂点 v1を端点に持ち,辺 ei ,e j の順に頂点 v1を中心に時計の
針の回る向きに隣り合う場合,辺 ei と辺 e j の向きにより次の (a)(b)(c)(d)の場合が起こる.
(a) 頂点 v1が辺 ei と辺 e j の終点の場合, pi = qj より bpi = bq j .
(b) 頂点 v1が辺 ei と辺 e j の始点の場合, qi = pj より bqi = bp j .
(c) 頂点 v1が辺 ei の終点,頂点 v1が辺 e j の始点の場合, pi = pj より bpi = bp j .




(bp j − bq j ) −
M∑
j=N+1
(bp j − bq j ) = 0 (10)












を得る. この左辺の aは a1, . . . ,a |V|の最大値で,一方,右辺は at1 , . . . ,atN ,asN+1 , . . . ,asM の平
均値なので
at1 = · · · = atN = asN+1 = · · · = asM = a
となる. 添字 t1, . . . , tN , sN+1, . . . , sM は頂点 v1と一本の辺で結ばれている頂点の添字であり,
今グラフGは連結であるので,これらのことから最大値 aがすべての添字に渡ってどんどん
伝わっていき
a1 = · · · = a |V| = a
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を得る. すると式 (8)は各 j に対して bp j − bq j = 0となり,添字 pj ,qj は辺 e j を境界に持つ
面の添字であったので,再びグラフ Gが連結であることより
b1 = · · · = b|F|
を得る. （証明終わり）
命題より次の系が成り立つ.
系 u1, . . . ,u |V|−1,v1, . . . ,v |F|−1は一次独立,すなわち
c1u1 + · · · + c|V|−1u |V |−1 + c|V|v1 + · · · + c|V|+|F|−2v |F|−1 = (0, . . . ,0)
ならば
c1 = · · · = c|V|+|F|−2 = 0
である.
証明 まず ui ,vi の定義より
|V|∑
i=1
ui = (0, . . . ,0),
|F|∑
i=1
vi = (0, . . . ,0)
である. したがって
c1u1 + · · · + c|V|−1u |V |−1 + c|V|v1 + · · · + c|V|+|F|−2v |F|−1 = (0, . . . ,0)
ならば任意の実数 α, βに対して
(c1 + α)u1 + · · · + (c|V |−1 + α)u |V|−1 + αu |V|
+(c|V| + β)v1 + · · · + (c|V|+|F|−2 + β)v |F|−1 + βv |F| = (0, . . . ,0)
である. すると命題より
c1 + α = · · · = c|V|−1 + α = α, c|V | + β = · · · = c|V|+|F|−2 + β = β
が成り立つ. したがってこれより
c1 = · · · = c|V|+|F|−2 = 0
を得る. （証明終わり）
ここで (|V| + |F| − 2) × |E|行列 Cを次のように定める.
C :=

u11 · · · · · · u1|E |
...
...
u |V|−1 1 · · · · · · u |V|−1 |E |
v11 · · · · · · v1 |E|
...
...
v|F|−1 1 · · · · · · v|F|−1 |E |

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すると系より行列Cの階数は |V| + |F| − 2であり,特に |V| + |F| − 2 ≤ |E|であることがわか
















j1 ε j1Ve j1
...∑





ji ε jiVe ji は面 f i を囲む閉路に含まれる辺の添字 ji に渡る ε jiVe ji の
和である. すると行列 Cの階数が |V| + |F| − 2であることから,この連立一次方程式の解は
存在して一般解は (|E| − |V| − |F| + 2)個のパラメーターを持つことがわかる.（行列の階数と
連立一次方程式の解の関係については文献 [1]などを参照.）
以上ですべての準備が終わり定理の証明に入る. (i)から (ii)の証明. (i)すなわち |V| − |E| +
|F| = 2が成り立つならば連立一次方程式 (11)の一般解の持つパラメーターは 0個であり (ii)
が成り立つ. (ii)から (i)の証明. (ii)が成り立つならば連立一次方程式 (11)の一般解のパラ
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